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شتقة 
ُ
 أمثلة محلولة-استعمالات الم

 

  بارام��)  (4x2Ax-3(x)=xF  A+معطاة الدالة   

 -1هو  X=1معلوم أنھ ميل المماس للدالة �� النقطة 

 ? Aجد قيمة  .أ

 ؟ X=1جد مُعادلة المماس للدالة �� النقطة  .ب

 جد النقاط القصوى للدالة وحدد نوعها ؟جـ. 

لية للدالة؟  د. ما �� المجالات التصاعُدية والتنازُ

 
 

 ا�حل : 
عطيات  .أ

ُ
 ،F'(1)=-1أي  -1هو  X=1ميل المماس للدالة �� النقطة حسب الم

 : X=1لذلك نجد المشتقة و�عوض ف��ا  

F'(x)=3x2-2Ax+4 

F'(1)= -1 

F'(1)=3(1)2-2A(1)+4=-1                    3-2A+4=-1                    ……..                        A=4 
 

شتقة نحصل ع��:A=4  �عوض ،  A=4 حصلنا ع��  أذا
ُ
 �� الدالة والم

F(x)=x3- 4x2+4x                                                       

F'(x)=3x2-8x+4 
 

 :X=1نجد معادلة المماس للدالة ��  .ب

 Y=mX+nتذكر: مُعادلة المماس �� مُعادلة خط مستقيم أي من الصورة: 

 Yمع المحور  المستقيم �� تقاطع nميل المماس و  mبحيث 

  . m = - 1أي  -1هو   X=1 بحسب المعطيات ميل المماس للدالة �� هذه النقطة

 :nبقي أن نجد 
 يجب أن نجد نقطة التماس (المش��كة للدالة والمماس)  nل�ي نجد 

عوض بالدالة  y) وتقع ع�� الدالة ولذلك ل�ي نجد y , 1هذه النقطة �� من الصورة (
ُ
�X=1  

: 
ً
   إذا

F(1)=13- 4(1)2+4(1)=1 

 )1,1(ونقطة التماس ��

 n�عوض الآن �� معادلة المستقيم ونجد 

1=-1(1)+n                   n=2 

 
ً
 = X=1   ��1X+2-Yمعادلة المماس �� النقطة  إذا
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حقق أن جـ .
ُ
 أي: =F'(x) 0النقاط القصوى للدالة �� نقاط ال�ي ت

8x+4=0                                  -23x 

 هذه �� معادلة تر�يعية نحلها حسب الدستور ونحصل ع�� :

=2                                                     1X          2/32=وX   
 

شتقة الثانية وجوار) جدول المشتقة الأو�� ( بواسطة  –نصنف النقاط بطر�قت�ن 
ُ
 .و�واسطة الم

 

  وجوار) جدول المشتقة الأو�� ( بواسطة  21X=نصنف 

 

X=3 X=2 X=1 ا�جوار 

8(3)+4=61  >0-23(3)           0   1  <0-8(1)+4=-23(1) 8x+4-2F'(x) =3x 

لية     تصاعدية  F(x) تنازُ

 

 النقطة 
ً
 מינימום -�� نقطة ��اية صُغرى  X=2أذا

 
 

  : F''(x) نصنف النقطة الثانية بواسطة المشتقة الثانية
 

شتقة الأو�� (أي نتعامل مع المشتقة 
ُ
الأو�� نجد المشتقة الثانية عن طر�ق اشتقاق الم

 )ع�� أ��ا دالة ونجد مُشتق��ا

F'(x)=3x2-8x+4 

 
ً
 إذا

F''(x)= 6x-8 
 

عوض النقطة 
ُ
�=2/32X  )=0.6662X:��المشتقة الثانية ونحصل ع �� ( 

F''(x)= 6x-8 

F''(0.666)= 6(0.666)-8= - 4<0 

 النقطة 
ً
 מקסימום -) �� نقطة ��اية عظمى2/32X  )=0.6662X=إذا
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ليةد. المجالات   ورسم تقر��ي للدالة -التصاعُدية والتنازُ
 

لية) ומקסימום מנימוםالنقاط القصوى ( حدد لنا المجالات التصاعُدية والتنازُ
ُ
 ت

وع�� العكس ، ) هو تناز�� و�عدها تصاعُدي מנימום(فالمجال الذي قبل نقطة ��اية صغرى 

 تناز��و�عدها تصاعدي فالمجال قبلها  )מקסימום(بالنسبة لنقطة ال��اية العُطمى  

 
ً
 ا بما أن :أذ

 מקסימום -) �� نقطة ��اية عظمى2/32X  )=0.6662X=النقطة 

 מינימום -�� نقطة ��اية صُغرى  X=2والنقطة 

 
ً
 :إذا

3�� المجال 
2

<x(ح�ى نقطة ال��اية العُظمى ) الدالة ستكون تصاعدية 

3و�� المجال ب�ن
2

<x  وX=2 2ستكون الدالة  تنازلية أي المجال التنازل�ي
3
2

<< x 

 الدالة ستكون تصاعديةX > 2 و�� المجال

 

أذا حاولنا رسم رسم تقر��ي للدالة حسب نقاط ال��اية الصغرى والعظمى سنحصُل ع�� 

 :الذي يو�ح لنا المجالات التصاعدية والتنازلية الش�ل التا��

 

 وا�ح أننا لا �علم

 للنقاط   yما هو الأحدا�ي 

 ولذلك لا يُمكنا تحديد 

 y، أو xموقع الرسم من المحور 
 لتنازلية لن تتغ��.اولكن المجالات التصاعدية و 

حدد الوضع الدقيق من 
ُ
 .....لرسم من المحاور ،علينا أيجاد صور النقاط القصوى ال�ي ن

  

2 0 
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 البولينوم:بحث دالة 
مكننا من رسم الدالة 

ُ
بحث دالة البولينوم يرتكز بالأساس ع�� مرحلت�ن رئيسيت�ن اللت�ن ست

 : �ش�ل تقر��ي

 : إيجاد التقاطع مع المحاور 
ً
 Yو  Xأولا

 : 
ً
 .إيجاد النقاط القصوى وتصنيفهاثانيا

 

 مثال: 

)9( أبحث الدالة
3

)( 2 −= xxxF 

 

 ا�حل:

 نجد نقاط 
ً
 التقاطع مع المحاور:أولا

عوّض  -yمع المحور تقاطع 
ُ
� 0 = x  

عوض بالدالة نحصل ع��
ُ
� 

0)90(
3
0)0( 2 =−=F 

 نقطة تقاطع الدالة 
ً
يكون نقطة  yمع المحور تذكر التقاطع مع -)y ) ��0،0مع المحور إذا

 
ً
 واحدة دائما

 

عوّض  -xمع المحور تقاطع 
ُ
�0=y  

عوض بالدالة نحصل ع��
ُ
�: 

0)9(
3

)( 2 =−= xxxF 

  حاصل ضرب عددين �ساوي صفرعادلة ال�ي �� عبارة عن وهنا حصلنا ع�� مُ 

 أحد العددين صفر أي: يتحقق فقط إذا �انوهذا 

092 =−x        0أو
3
=

x 
      9 =2X      0      أو = x  

 

 

 مع المحور 
ً
  )-0،3(،  )0،3(،   )0،0نقاط تقاطع و�� ( 3 هنالك xأذا

X=3 

X=-3 



  وحدات تعلیمیة 3أمثلة محلولة  –استعمالات المُشتقة وبحث دوال
 

   5 بسیخومتري وبجروت -IQ حقوق الطبع والنشر محفوظة لمعھد 

                                                                    
 
 

 

 المرحلة الثانية من بحث الدالة �� إيجاد النقاط القصوى وتصنيفها:

حقق أن 
ُ
 :=F'(x) 0النقاط القصوى �� النقاط ال�ي ت

)9(
3

)( 2 −= xxxF 

 ل�ي نجد المشتقة نفك الأقواس ونحصل ع�� :

xxxF 3
3

)(
3

−= 

33
3

3)(' 2
2

−=−= xxxF 

 المشتقة �ساوي صفر:نجد م�ى 

X2-3=0                          x2=3                   

 

 

 
ُ
شتقة الثانية: - صنف النقاط ال�ي حصلنا عل��ان

ُ
 بواسطة الم

 نجد  
ً
 :الثانية المشتقةأولا

F'(x)= x2-3 

F''(x)=2x 

 
ُ
 :ض النقاط �� المشتقة الثانية،نحصل ع��وّ عَ �

0928.632)3('' >==F 

 النقطة 
ً
31إذا =x  מינימום -�� نقطة ��اية صغرى 

 

 :نفحص النقطة الثانية

0928.632)3('' <−=−=−F 
 النقطة 

ً
31إذا =x  ُמקסימום -مىظ�� نقطة ��اية ع 

 
 :نرسم رسم تقر��ي للدالة نجد صور النقاط القصوى  ل�ي

xxxF 3
3

)(
3

−= 

464.333
3

)3()3(
3

−=−=F 

464.3)3(3
3

)3()3(
3

+=−−
−

=−F 

 
ُ
  −)464.3,3(ونقطة ال��اية العظمى ��:  .                                قطة ال��اية الصغرى �� :إذا ن

31 =x  

31 −=x  

)464.3,3( −  
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�خص النتائج ال�ي حصلنا عل��ا :
ُ
 ن

 )y  ) ��0،0المحور نقطة تقاطع الدالة مع 

  )-x ) ��0،0(   ،)0،3(  ،)0،3مع المحور نقاط تقاطع 

                                نقطة ال��اية الصغرى �� :

  −)464.3,3(نقطة ال��اية العظمى ��:  

 

 
ُ
  ع�ن النقاط �� هيئة محاور ونرسم الرسم�

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)464.3,3( −  

  
3 

- 3 

- 3.464 

3.464 
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 بحث دوال-حلول أسئلة بجروت

  الوحدة الثالثة:-2018من امتحان بجروت شتاء  4سؤال 

 
 

 ا�حل:

مجال �عر�ف الدالة هو النقاط ال�ي ف��ا المقام لا ُ�ساوي صفر......  أي ��ذه ا�حالة مجال  .أ

 . x ≠ 0التعر�ف هو 

ساوي صفر،أي النقاط القُصوى �� نقاط .ب
ُ
شتقة �

ُ
حقق أن  ال�ي ف��ا الم

ُ
 f '(x)=0ال�ي ت

: 
ً
شتقة أولا

ُ
 نجد الم

 

x
xxf 164)( += 

2

164)('
x

xf −= 

0164)(' 2 =−=
x

xf 

22

1640164
xx

=→=− 

4
4

16164 22 ==→= xx 

2442 ±=±=→= xx 
صوى �� :

ُ
 النقاط الق

ً
 ، 21x     ،2-= 2x=   إذا

قطة  21x=و�حسب الرسم البيا�ي �ستنتج أن :
ُ
 (با�جزء الموجب من الرسم)  min�� ن

قطة 
ُ
 (با�جزء السالب من الرسم)2x  max =- 2والن

 انتبھ: 

الدالة 
x

xxf 164)( +=  

ُ�مكن كتاب��ا و 
x

xxf 1164)( ⋅+=  

xومُشتقة الدالة 
1

 : ��2

1
x

م  −
ُ
ومن ث

شتقة بــ 
ُ
  16نضرب الم
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شتقة بتلك النُقطة،لذلك ميل المماس ��  1..جـ
ُ
  f '(4) هو x= 4ميل المماس لدالة بنُقطة هو قيمة الم

شتقة ونجد الميل:
ُ
عوض بالم

ُ
� 

2

164)('
x

xf −= 

314
4
164)4(' 2 =−=−=f 

 3هو  x= 4إذا ميل المماس بالنُقطة 

 

قطة  2..جـ
ُ
  ن

ً
التماس ال�ي تقع ع�� الدالة وع�� ل�ي نجد مُعادلة المماس يجب أن نجد أولا

ش��كة للدالة والمماس.
ُ
 و�� النُقطة الم

ً
 المماس أيضا

x
xxf 164)( += 

20416
4

1644)4( =+=+⋅=f 

قطة التماس �� :  
ُ
ا ن

ً
 )20،4(إذ

قطة تقع عليھ و�إم�اننا أن نجد مُعادلتھ:
ُ
 ��ذه المرحلة أصبح معنا ميل المماس ون

 

 Y=mX+nتذكر: مُعادلة المماس �� مُعادلة خط مستقيم أي من الصورة: 

 Yمع المحور  المستقيم �� تقاطع nميل المماس و  mبحيث 

 
ً
قطة التماس ��  m=3أذا

ُ
عوّض ونجد )20،4(ون

ُ
� n 

              20=12+n                    8=n                      20=3·4+n Y=mX+n 

 
ً
 : مُعادلة المماس ��إذا

                                 Y=3X+8 

قطة ال��اية العُ  1د.
ُ
 �� تلك النُقطة. 0ي و لأن المشتقة �سا، 0�ى للدالة هو ظميل المماس �� ن

 .X .أي موازٍ لمحور  =n Yأي Y=0X+n  : ن الصورةممن هُنا فإن مُعادلة المماس ست�ون    

قطة 
ُ
 n�ى وعندها نجد ظال��اية العُ نجد إحداثيات ن

ُ
    2x =- 2�ى للدالة �� :ظطة ال��اية العُ ق. ن

عوض بالدالة ونجد الصورة :
ُ
� 

1688
2

16)2(4)2(164)( −=−−=
−

+−=−→+= f
x

xxf 

قطة ��اي��ا الصُغرى �� :
ُ
 مُعادلة المماس �� ن

ً
 =Y  -16 إذا

قطة تقاطع المماس�ن نحصل عل��ا بواسطة حل 2د.
ُ
عادلت�ن : ن

ُ
 . =Y  -16 و  Y=3X+8 الم

عوض       
ُ
عادلة الأو�� ونجد  Yم�ان    -16�

ُ
 . X= -8ونحصُل ع��  Xبالم

قطة تقاطع المماس�ن �� : (
ُ
 ن

ً
 .)0،-8إذا



  وحدات تعلیمیة 3أمثلة محلولة  –استعمالات المُشتقة وبحث دوال
 

   9 بسیخومتري وبجروت -IQ حقوق الطبع والنشر محفوظة لمعھد 

                                                                    
 
 

 

  الوحدة الثالثة:-موعد ب 2017 صيفمن امتحان بجروت  4حل سؤال 

 
 ا�حل:

مجال �عر�ف  .أ

 .(العدد تحت ا�جذر لا يُمكن أن ي�ون سالب) x ≥ 0الدالة هو 

ساو��ا لـ  .ب
ُ
 . 0ل�ي نجد إحداثيات النُقاط القصوى نجد المشتقة و�

763)( +−= xxxf 

x
xf

x
xf 33)('0

2
63)(' −=→+−= 

113333033)(' =→=→=→=→=−= xxx
xx

xf 

:
ً
صوى  x=1  إذا

ُ
قطة ق

ُ
صنفها بواسطة جدول للمُشتقة : -�� ن

ُ
 ن

 

X=2 X=1 X=05 ا�جوار 

           0   -1.242 F'(x) = 

لية     تصاعدية  F(x) تنازُ

 

x
xf 33)(' −= 

0242.1242.43
707.0
33

5.0
33)5.0(' <−=−=−=−=f 

0979,0
121.1
23

4142.1
33

2
33)2(' >=−=−=−=f 

 

 
ً
قطة ��اية  x=1إذا

ُ
عوض بالدالة:Y ل�ي نجد  .صُغرى �� ن

ُ
� 

 تذكر :

xxfالدالة  =)(  

 مُشتق��ا ��:

 x
xf

2
1)(' =  

شتقة غ�� مُعرفة �� 
ُ
 x=0والم

 x=0أي لا يُمكن استعمال 

 لفحص جوار......
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763)( +−= xxxf 
471613)3( =+−⋅=f  

قطة ال��اية 
ُ
 أحداثيات ن

ً
 .)1,4( للدالة �� : الصُغرى إذا

 

شتقة غ�� مُعرفة �� 
ُ
 لذلك لا يُمكن أن نأخذها �� ا�جوار......  x=0ملاحظة : الم

 

لية  جـ المجالات التصاعدية   للدالة:والتنازُ

قطة ال��اية ال x ≥ 0مجال �عر�ف الدالة هو   
ُ
:. )1,4(��  صُغرى للدالةوالن

ً
  إذا

  ≥ x  0  > 1المجال التناز�� هو :  

  x  < 1المجال التصاعُدي هو : 

 

 Y   (X=0)د. تقاطع الرسم البيا�ي مع المحور 

770603)0( =+−⋅=f 
ع

ُ
قطة التقاط

ُ
  .)Y   : �� )0,7مع المحور  ن

 

 : هـ. رسم تقر��ي للدالة

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .1لأن أصغر قيمة للدالة ��  Xو. الرسم لن يقطع المحور 

1 

7 

4 

 بحسب البنود السابقة :

 x ≥ 0مجال �عر�ف الدالة هو   .1

ولذلك الرسم سي�ون �� الر�ع الأول 

 من هيئة المحاور 

 ).Y ) : ��0,7نقطة التقاطع مع المحور  .2

 .)1,4(. نقطة ال��اية الصُغرى 3

 و�ن�ل ح�ى )0,7(لذلك الرسم سيبدأ من 

م سي�ون تصاعُدي )1,4(النُقطة
ُ
 ومن ث


